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A. Invariant Sets

Tom tat dé bai

Day la mot bai co dé kha kho hiéu, da lam nhiéu team phai “vat 6¢” doc dé va bd cudc. Thuc
chét, dé rat don gian.

Cho 2 da thirc P va Q trén hé sb modulo M, tim sb tap con cta {0, 1, 2, ... M - 1} ma “invariant”
voi ca da thiec P 1an Q.

Mét tap S dwoc goi la invariant déi véi da thire P néu thay moi phan t& x trong S thanh P(x) thi
tao ra tap S’ gibng hét tap S.

Solution

Tw dinh nghia invariant, ta c6 thé dé& dang nhan thay tinh chét invariant twong dwong véi: voi
moi phan t&r x thudc S, tén tai a va b thudc S thda man P(a) = x va P(x) = b.

Tw day, néu ta coi cac sb tlr 0 dén M - 1 |a céc dinh, va ndi cac canh tir x dén P(x), thi tap con
ma ta chon phai la mét tAp hop cac chu trinh (hién nhién la cac chu trinh don, vi méi dinh chi cé
1 bacra).

Nhuw vay, bai toan tré thanh: cho 2 d6 thi M dinh M canh, dém sé tap con ma Ia tap cac chu trinh
trong ca 2 db thi.

Viéc dau tién can 1am la loai bd cac dinh khéng thudc chu trinh ndo. Viéc nay kha don gian: ta
lién tuc loai bd cac dinh khéng cé bac vao bang BFS. Lwu y mét dinh chi can khong thudc chu
trinh trong 1 trong 2 d6 thj la ta phai xéa trén ca 2 dd thi. Vi méi dinh chi cé thé bi xéa 1 1an, nén
dd phtrc tap cua viéc nay la O(M).

Sau khi thuc hién x6a bd cac dinh khéng dwoc chon, ta sé& con lai cac chu trinh trén ca 2 db thi.
Khong kho dé nhan thay néu chon 1 dinh, ta s& phai chon ca chu trinh chiva dinh do, va ca dinh
twong dwong cla db thi bén kia. Nhw vay, néu ta ndi canh gitra 2 dinh "x" cla 2 d thi, ching sé&
tao ra cac thanh phan lién thdng, ma khi chon ban phai chon tat ca dinh trong TPLT d6. Ban sé
phai dém sé thanh phan lién théng nay. Viéc nay cé thé thwc hién bang nhiéu cach (duyét d6
thi, dsu,...) v&i d6 phirc tap O(M).

Khi d& c6 cac thanh phan lién théng, dé dang nhan thay viéc chon 1 TPLT khéng anh huéng
dén lwa chon cac TPLT khac. Nhw vay dap sb sé la 27{s6 TPLT}.

Do phirc tap cda ca bai la O(M).



B. Scheduling events

Tom tat dé bai

Dé bai ctia bai nay kha truc quan.

Cho N ngay va K sy kién. Cac su kién phai dién ra lan lwvot, sy kién thir i s& phai dwoc td chirc
trong Li ngay lién tiép. T6 chirc sw kién trong ngay th( i sé& tén Ai. Tim cach td chirc tiét kiém
nhat sao cho 2 s kién khéng dwoc trung ngay.

Solution

Day la mot bai dé ctia dé. Thuat toan chi don gian 1a quy hoach déng.
Goi f[i][j] 1& chi phi nhd nh4t dé té chirc j event dau tién trong khoang thi gian tir ngay 1 dén
ngay i. Ban dau, f[0][0] = 0.
Xét trang thai f[i][j], ta cé 2 trwong hop:
- Takhdéng st dung ngay i. Trwdng hop nay f[il[j] = f[i - 1][j].
- Tas®rdungngayi-Lj+1...i Didukién xay ra lai>= Lj. Khi d6 f[il[i] = fli - Ljl[j - 1] + Ali
-Lj+ 1]+ Ali-Lj+ 2]+ ... + Afil.
Dap sb cta f[i][j] sé& |a trwerng hop ¢ lgi hon (min) ctia 2 trwdng hop trén. Dé tinh trwdng hop 2
trong O(1), ta c6 thé s dung mang téng dén cho mang A[].
Dap s6 cla bai toan 1a fIN][K].

Do phirc tap cla thuat toan la O(NK).



C. XOR

Tom tat dé bai
Cho 2 s6 Ava N. Tim B nhd nhat thda man (A xor B) chia hét cho N.

Solution

C6 1 cai sol rat 1a bwa |a in min 2 cai gi 6 minh khéng nhé 1dm, nhwng ciing khé chirng minh
nén minh sé& khéng viét & day. Thay vao dé minh sé trinh bay sol O(log maxB) ctia team minh.

Lan lwot chét cac vi tri cta tirng bit cha B, tir I&n dén bé, thir 0 trwdc dé tim sb bé nhat. Gia st
ta da chét i vi tri dau tién, ta chi can kiém tra xem 63 - i vi tri con lai cé cach dién nao théa man
diéu kién chia hét khéng?

Viéc kiém tra rat don gian. Vi ta con 63 - i bit ¢ thé gan thoai mai gia tri, nén trong phép A xor
B cac gia tri d6 c6 thé 14 0 dén 2763 - i) - 1. Goi B’ 1a sb ma ta da xay i bit, cac sd (A xor B) ta
c6 thé tao dwoc ndm trong khoang [(A xor B’), (A xor B’) + 2A(63-i)). Ta can kiém tra khoang nay
c6 chtra sb nao chia hét cho N khéng:

e Néu 27(63-i) >= N, hién nhién ton tai 1 s chia hét cho N.

e Né&u (Axor B’) % N == 0, hién nhién.

e Néu (AxorB’) % N > ((Axor B’) + 2A(63-i) - 1) % N, khoang di qua 0, ton tai sé chia hét

cho N.

e Cac trwong hop con lai khdng ton tai.

Viéc kiém tra hoan toan cé thé xt Ii trong O(1). Nhw vay d6 phirc tap sé 1a O(log maxB).



D. Nasa

Tém tat dé bai
Ban can cit mot doan N phan thanh cac doan con danh sé tr 1 dén X (X khong cho trwéc) tiv
trai sang phai thda man:
- Mbi doan c6 dd dai trong khoang [P, Q].
- C6 M yéu cau c6 dang: phan thir Ai phai nam trong doan th Bi. Ban can théa man tat
ca Cac yéu cau nay.
- Trong tat ca cac cach chia thda man, tim cach chia sao cho day danh sé ctia cac phan
cé th tw ttr dién nho nhét.

Solution

Goi R[i] = vi tri I&n nh4t trén day ma sao ta cé thé dién cac sb tir 1 dén i. Cu thé hon R]i] = p ttrc
la co thé dién cac s6 tr 1 dén i vao vi tri tlr 1 dén p trén day.
Twong tw ta c6 LJi] 1a vi tri bé nhéat.
Nhan xét : v&i mdi i, néu LJ[i] <= p <= R]i] thi c6 thé dién cac sb tlr 1 dén i vao vi tri tlr 1 dén p.
C6 thé chirng minh bang quy nap hodc tham lam.
T d6, cé thé quy hoach déng dé tinh mang L va R.
- Né&u i chwa dwoc xuét hién trong day, thi dé& thay L[i] = L[i - 1] + p va R[i] = R[i - 1] + q.
- Néu i da dwoc xuét hién trong day, gia st u 1a vi tri dau tién i xuat hién, va v 1a vi tri cubi
cung. Hién nhién ti» u dén v phai dworc fill toan sé c6 gia tri i. Dé tao ra L[i], ta sé fill tw L[i
- 1]+ 1 dén u toan gia tri 1 i. Thé nhung néu tw L[i - 1] + 1 dén v I&n hon q thi ta chi fill
tr v - p + 1 dén v toan i théi. Sau khi fill xong néu nhw tw L[i - 1] + 1 dén v van con chua
dd p thang i, thi ta sé fill tiép cho da p thang dé dwoc L[i].
- Twong tw tinh mang R.
Viéc tinh mang L cé thé 1am nhw code sau:
u = appearance[i][@];
v = appearance[i].back(); /// vi tri dau tién va cuéi cung cla i
if (L[1i - 1] < u)
us=~L[i-1]+1; // fill tr L[i - 1] + 1 dén u toan giad tri i.
len =v - u+ 1;
if (len < p) len = p; /// né€u con thiéu thi fill cho du p
v = max(v, u + len - 1);
L[i] = v;

Vi dé bai gia st ludn ludn ton tai két qua, nén mang L va R luén ludn tinh duoc.
Khi d3 c6 2 mang L va R, cong viéc con lai chi la truy vét.
Tim s& M 1&n nhét sao cho L[M] <= n <= R[M].



DAu tién fill p 6 cudi cung bang M. Néu nhw tr RIM - 1] < n - p + 1 thi ta sé fill tiép dé& cho du
R[M - 1]+ 1. Twong tw lam v&i cac giatriM -1, ... 1



E. Determinant of the matrix

Tom tat dé bai
Cho 2 s6 N va K. Tim ma tran N x N thda man:

- Céc sb ctia ma tran nam trong khoang [1, K - 1]
- Dinh thirc cia ma tran la K.

Solution

Dé c6 thé gidi dwoc bai nay, ban can cé mot sb hiéu biét vé dinh nghia ciing nhw tinh chét cla
dinh thrc trong ma trén.
Bai ¢4 nhiéu hwéng gidi, minh sé trinh bay huéng giai ctia team minh.

Trwdce tién, néu K = 2, ta in NO vi dinh thirc ma tran toan 1 luén la 0. Con lai, ta ludn cé cach
dwng thda man trong O(N*2).
Cach lam ciia team minh dwa trén 3 tinh chat sau cta dinh thirc:
- Néuta Iéy mdét hang cdng hoac trir vao mét hang khac trong ma tran, ta dwoc ma tran
m&i ¢6 dinh thirc khong débi.
- Néu ta dbi chd 2 hang, ta dwo'c ma tran méi ¢ dinh thire 1a déi ctia dinh thire ci.
- Né&u ta c6 ma tran ma phan trén hodc dwéi dwdrng chéo chinh 1a 0, thi dinh thirc la tich
clia cac sb trén dwdng chéo chinh.

Xét K chan

Y twéng khi K chn 14 tao ra mdt ma tran dwdng chéo trong dé 2 phan tlr dau ctia duwéng chéo
chinh 13 2 va K/2, cac phan tt con lai ndm trén dwérng chéo chinh [a 1, cac phan t& phia trén
duwong chéo chinh 1a 1 va dwdi la 0. Sau do, ta bién déi ma tran theo tinh chét 1 dé dwoc ma
tran thda man.

i

st N=5, K=6, ta cd ma tran:
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Ta thwe hién cdng hang 1 vao tat ca cac hang con lai, ra ma tran nhw sau:
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21122
21112
Phan t& Ién nhat la (K /2 + 1) < K vi K >= 4. Ma tran cla ta thda man tinh chét.

XétKlé

Y twdng khi K I& la tim cach nao day dé tao ra sb K trong dwérng chéo. Trong gi& bon minh nght
ra rang tao ra K thi khé, nhwng -K thi dé&: -K = 1 - 2((K + 1) / 2). Khi d6 néu dwéng chéo cé 1 sb
-Kva N -1sb 1, dinh thirc sé |a -K. D& dao d4u lai, ta chi can ddo ché 2 hang la dwoc!

//21222..2

Trong d6 4 = (K + 1)/ 2. Ma tran nay c6 thé bién dbéi thanh
1T 4 1 1 1
0 -7 06 0 0
e 0 1 1 1
6 6 06 1 1
6 0 0 0 1

Béang cach trir 2 1an hang 1 vao hang 2. D& dang nhan thdy ma tran nay cé dinh thirc -7. D& ¢
ma tran dinh thire 7, ta d6i chd 2 hang dau trong ma tran ban dau:

21222
14111
06111
006011
06001

Sau d6, thuc hién nhw K chén dé bién ddi ma tran cho théa man diéu kién sb. Ta cong tat ca
cac hang >2 moét lan hang 2.
1222
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Dé dang nhan thay sb I&n nhat 1a (K + 1) / 2 < K vi K >= 3. Ma tran cda ta théa man.



F. Two-person game

Tém tat dé bai
Cho mét dd thi N dinh M canh. 2 nguoi choi 1an lwot thém cac canh chwa ton tai. Ai lam dé thi
lién thdng thi chién thang. Tim két qua khi 2 ngwdi choi téi wu.

Solution

Trong méi lwot, nguwdi choi cé thé di 1 trong 2 nwéc:
- N&i 2 dinh trong m6t thanh phan lién théng, néu né chwa cé canh nbi.
- Nbi 2 dinh trong 2 thanh phan lién théng, ndi ching lai thanh mét.

Tw day ta co thé co thuat toan mé phdng trang thai: véi trng TPLT lwu s6 lweng canh va dinh
(dé tinh lai s6 canh khi ghép) ctia TPLT d6 vé&i do phirc tap rat lon.

Tuy nhién ta c6 thé nhan thay:

- V&i méi TPLT, thue chéat ta chi cAn quan tdm dén tinh chan I& ctia sé canh con lai. That
vay, néu sb canh con lai la chan va Ién hon 0, néu A thém 1 canh, B luén c6 cach dwa
sb canh tré vé trang thai chdn. Nhw vay trang thai chdn > 0 va chén = 0 1a nhw nhau.
Twong tw, TH I8 ludn c6 thé di sang TH chén.

- Khi d6, ta khdng can lwu sé lwgng dinh cua tirng TPLT niva, ma chi can biét tinh chén 1&
cla no.

2 nhan xét nay gilp ta dwa trang thai vé chi con N*4:

- S6 TPLT chan dinh & canh

- S8 TPLT chan dinh chdn canh

- SO TPLT I& dinh 1& canh

- S8 TPLT 1@ dinh chdn canh

Tw day ta chi can thuc hién QHD kiéu dé quy c6 nhé va tra Idi tieng truy van (lwu y sb trang thai
di dén dworc la khong I6n, va dap sb tirng trang thai khdng phu thudc vao dé thi input). B phirc
tap la O(N*4 / niém_tin).

Ta c6 thé nhan xét thém dé bé bot 1 chiéu chén 18, ha PPT xubng O(N*2), xin nhudng viéc nay
cho cac ban doc.



G. Overloaded Ants

Tom tat dé bai
Cho day s& W[N] va A[N], cac A[i] ban d&u bang 0. Thwc hién M truy van.
- Xoay doan [I..r] ctia A[] va WJ[] di x don vi vé bén trai. Phép xoay 1 don vj vé bén trai
xoay doan [l..r] thanh [I + 1..r, I].
- Cong vao doan [l..r] mét lwong (x, y): Ali] +=x * (i - 1) + y (x, y >= 0). Ban phai tim s6
phan t& Afi] <= WIJi] trwde truy van va > WIi] sau truy van.

Solution

Chwa dam bao day la thuat chuan (vi minh chwa AC), nhwng y tuéng la:
- Chat nhj phan song song tt c& cac phan ti 1..N, tinh xem dén truy van nao thi chang bj
sai.
- Tacan giai quyét bai toan, gidi cac truy van 1 va tinh WJi] - A[i] & mét thoi diém nao dé.
Dé xw li viéc nay ta co thé sir dung cay can bang cé kha nang cat ghép nhu Splay Tree
/ Treap / ... @& lam trong O(N log N).

Do phuc tap sé la O(N log”2 N).



H. Schedule the football tournament

Tom tat dé bai
Cho 2N d6i bong va K cap doi bong “yéu thich”. Tim cach xay dwng lich thi dau trong 2N - 1
ngay théda man:

- M@i doi phai dwgc da voi tat ca 2N - 1 doi kia.

- Trong ngay cudi cung cé nhiéu tran dau cé cap ddi bong “yéu thich” nhat.

Solution

Bai toan nay sé gém 2 phan:
- Duwng ra mét c4u hinh lich thi d4u.
- Hoan vi lai cac d6i bong dé& cé nhiéu cap yéu thich trong ngay cudi nhat.

Dwng cau hinh

Day la mot bai toan cb dién. Co rat nhiéu |oi gidi, & day minh chi chi ra cach ma team minh st
dung, dpt O(N”2).

Dau tién, viét cac sb tir 1 dén 2N vao bang 2 x N.

DAy sé la ciu hinh cla ngay dau tién, mbi cot la mot tran dau. Sau méi ngay, ta “xoay” tap cac
sb tlr 2 dén 2N, theo vi du:

1 3 4 8

2 5 6 7
Ngay 2

1 4 8 7

3 2 5 6

Ngay 3, va van van. Ta cé thé chirng minh v&i 2N - 1 phép xoay ta sé ¢ lich thi d4u théa man
cho 2N - 1 ngay.



Tim cAu hinh ngay cudi

Néu ta coi mdi ddi la mot dinh, va mot cap yéu thich 1a mot canh, thi bai toan sé tré thanh mot
bai tim cap ghép cuc dai trén db thj tbng quat. Day ciing 1a mét bai toan cb dién, cé thé giai
bang thuat toan Edmonds/Blossom trong O(K*sqrt(N)). Khuyén khich cac team ACM cé thuat
toan nay trong notebook vi day la bai toan kha hay xuét hién trong cac ki thi.

Khi da tim dwoc cap ghép cwc dai, ta d&t cac canh dwoc chon vao cac cot du tién, roi dién
blra cac ddi con lai vao cac cot con lai. Khi do ta dwoc mot hoan vi cac ddi, ta chi can in ra lich

thi d4u da tim dwoc & phia trén theo hoan vi nay la dwoc.

D0 phire tap la O(NA2 + Ksqrt(N)).



|. Graph representation

Tém tat dé bai
Cho 2 ma tran A[N x 1] va B[1 x N] gdm céc s6 {0, 1}. Xét db thi c6 mang canh 13 Ax B. Tim sb
thanh phan lién théng.

Solution

T phép nhan ma tran, ta cé thé suy ra cac tinh chét sau:
- NéuAJi] = 1, dinh i c6 canh dén moi dinh j thda man B[j] = 1.
- Né&u BJi] = 1, dinh i c6 canh d&n moi dinh j théa man A[j] = 1.
- NéuAJi] = B[i] = 0, dinh i khéng cé canh.

Hién nhién méi dinh i loai 3 I& mot thanh phan lién théng. Ta chi can xét cac dinh con lai.

Ta c6 cac trvdng hgp sau:
- Né&u t6n tai i thda man A[i] = B[i] = 1, dinh i c6 canh néi dén moi dinh dang xét. Dap sbé
sé |a [sb dinh loai 3] + 1.
- Né&utén tai i, j théa man A[i] = B[j] = 1, dinh i c6 canh ndi dén moi dinh B[x] = 1, j 6 canh
ndi dén Aly] = 1, nhw vay cac dinh dang xét lién thong. Pap sé nhw trwdng hop trén.
- Né&u 2 TH trén déu khong théa man, A = {0} hoac B = {0}, khi d6 cac dinh dang xét déu
c6 bac 0. Dap sé 1a N.

D6 phire tap Ia O(N).



J. Replacement roads

Tom tat dé bai

Cho db thj c6 trong s& khéng am N dinh M canh (cac canh danh sé tir 1 dén M). Ta dinh nghfa:
- f(x, y) la dwerng di ngan nhét tir dinh x dén dinh y.
- F(x, vy, i) la dwong di ngan nhét tir dinh x dén dinh y khéng di qua canhi.

Tim gia tri [&n nhat cta F(x, vy, i) / f(x, y) v&i moi x, , i.

N <=200, M <= 2000

Solution

[Pay la solution intended(?) cla tac gia. Team minh khdng giadi dwoc bai nay trong gio QQ]
Y twéng: véi méi canh i tim F(x, y, i) / f(x, y) 1&n nhat.

Nhan xét: khi x6a canh (u, v), dwdng di c6 ti 1é thay dbi I&n nhat sé la u -> x hodc v -> x véi x
nao do.

That vay: Xét dwdng di tlr a dén b trong do f(a, b) di qua canh i = (u, v) (theo chiéu u->v). Khi d6
f(a, b) = f(a, u) + (u, v) + f(v, b) = f(a, u) + f(u, b).

Taco F(a, b, i) >=F(a, u, i) + F(u, b, i) = f(a, u) + F(u, b, i) (do f(a, u) khéng di qua i).

Nhw vay:

f(a, b) / F(a, b, i)

<= (f(a, u) + f(u, b)) / (f(a, u) + F(u, b, i)) ma ta lai cé phan s6 >= 1, f(a, u) >= 0

<=f(u, b) / F(u, b, i)

Nhuw vay, dau tién ta tinh f(x, y) v&i moi x, y (floyd O(n*3)), sau d6 véi mbi canh (u, v) ta tinh
F(u, x, i) va F(v, x, i) (dijkstra O(M log M)).

Do phirc tap cla thuat toan la O(N*3 + M*2logM).



K. Pairing

Tém tat dé bai
Cho 2 cong ty, véi mdi cong ty ta biét s6 nguei mudn ghép cdp véi ngudi cling cong ty va sé
nguw®i mudn ghép cap véi cdng ty con lai. Tim cach ghép cdp ma nhiéu nguoi théa man nhét.

Solution

Ta dinh nghia A, B, C, D nhw dé bai. Lan lwot for cac sé lwong:

- a:nhéom A->C

- b:nhém A->D

- c¢:nhém B->C

- d:nhém B->D
Gid chi con lai viec ghép nhém A véi A/B, C véi C/D. Dé téi wu, ta ghép tat ca nhom A véi
nhau, néu con thira thi ding nhém B. Tuwong tw véi C va D.

Ta ¢6 thé tinh dwoc viéc nhdm nay trong O(1), nén dé phirc tap bai nay la O(n*4).



